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Introduction

Ce projet s’inscrit dans le cadre de notre quatriéme année de formation d’ingénicurs en Génie
Mathématique et Modélisation a Polytech Clermont-Ferrand. Un ensemble de sujets était
proposé par les enseignants-chercheurs de 1’école, avec pour but pour les étudiants de découvrir

le monde de la recherche.

Notre bindbme composeé de Titouan GABORIAU et Félix LAURIER a alors choisi ce sujet
d’application des mathématiques a la robotique, afin d’avoir une idée plus précise des domaines

d’utilisation des mathématiques pures dans 1’industrie.



I- Contexte et objectifs du projet

Les motivations du projet proviennent des travaux de Sébastien Lengagne dans le domaine de
la robotique. Afin de modéliser les probléemes géométriques intervenant dans ce domaine, tels
que le déplacement d’un robot ou de ses membres, on est amenés a rechercher des solutions a

des problémes d’optimisation sous contraintes.

L'objectif général est de trouver le minimum (ou le maximum) d'une fonction polynéme de

degreé n, dans un intervalle [t1;t2] donné.
Cette fonction s'écrit alors :
f(@t) =ag+a;t+ -+ a,t"

On va alors approximer ce polynéme par un ensemble de fonctions B-splines (voir partie

dédiée), ce qui va donner :
F(O) = pixbi(®)
i

On aici pi les points de contrdle et b; les fonctions de base.

Si I’on place les points de contréle dans une matrice P, et les coefficients (ao, ..., any dans une

matrice A, on obtient la relation suivante :
A=B=x*xP

En résumé, on a pour contraintes sur le vecteur inconnu X : F < AX < F avec les vecteurs F,

F ainsi que la matrice A donnés.

On souhaite déduire de cette formule un encadrement de X, mais cela ne semble possible que
dans le cas ol on sait A monotone (c’est-a-dire si elle est inversible et que son inverse A1 n’a

que des coefficients positifs). Dans ce cas, on aurait évidemment :

AlP<X<AlP

Mais il est impossible d’écrire cette relation lorsque I’on n’a pas d’informations sur le signe des

coefficients de A (ce qui est le cas dans notre probléme, avec des dimensions trés grandes).



La seule écriture possible serait :

= [~ max(|P], [P]) < X < 47" max(|], |P])

Avec || la matrice (respectivement le vecteur) dans laquelle chacun des coefficients est
remplacé par sa valeur absolue, mais cet encadrement s’aveére trop grossier et sans intérét

pratique.

L’objectif initial de ce projet est donc de rechercher le moyen d’obtenir un encadrement de X
dans le cas général, en étudiant la structure de la matrice A, et en exploitant le fait que le

contexte du travail amene a utiliser des produits de Kronecker (voir partie dédiée).



I1- Les termes du sujet

Nos premiéres recherches se sont axées sur la compréhension du sujet donné, et notamment sur

les notions de fonctions B-splines et de produit de Kronecker entre deux matrices.

1- Les fonctions B-splines

Une B-spline est une combinaison de splines positives, les splines étant des fonctions définies
par morceaux par des polynémes. Ces fonctions sont tres utilisées dans les problémes

d’interpolation.

I 1
| -4~ via-poinis

Q- control points
m—— Cubic B-spline curve

Figure 1: exemple de B-spline

Une interpolation par B-spline est donc construite sous la forme

m—-n—1

SO =) bia® P
i=0

avec n le degré des fonctions B-splines, m +1 le nombre de nceuds ti dans [0; 1] et

Pi I’ensemble des points de contrdle (au nombre de m — n).



Les (m — n) B-splines sont elles définies par récurrence de la sorte :

1 sit; <t <t
o= {1 SO SEE 0
' 0 sinon
t—t; t: —t
] ]+TL+1
bj,n(t) = bj,n—l(t) + bj+1,n—1(t)
tivn — tj bitn+1 — L4

De plus, les B-splines sont dites uniformes lorsque les différents nceuds tj sont équidistants.

Pour ce qui est de leurs propriétés, on sait notamment que la somme des B-splines sera toujours

égale a 1.

En outre, la courbe se trouve toujours a I’intérieur de ce qu’on appelle I’enveloppe convexe

(définition ci-dessous) des points de contréle.

On sait aussi que toutes les B-splines ainsi que leurs dérivées sont continues (elles ont d’ailleurs

autant de dérivées que de nceuds — 1)

Enfin, une B-spline b; ,(t) est non nulle uniquement dans I’intervalle [¢; ; t;.1], et est dans ce
cas strictement positive. Cela signifie que modifier un point de contrdle ne va entrainer qu’une

modification locale (dans un seul intervalle) de 1’allure de la courbe.

Pour ce qui est de I’enveloppe convexe, il s’agit de I’ensemble convexe le plus petit parmi ceux
qui le contiennent. Un ensemble est convexe lorsque tout segment pouvant étre tracé entre deux
points de I’ensemble se trouve en intégralité contenu dans celui-ci. L’enveloppe convexe est

donc le plus petit ensemble contenant tous les éléments.

Figure 2: exemple d'enveloppe convexe



Le lien avec les B-splines est le suivant : puisque la courbe se trouve toujours a I’intérieur de
cette enveloppe, cela implique que la B-spline va toujours étre contenue entre le minimum et le

maximum des points de controle.

2- Le produit de Kronecker

Le produit de Kronecker est un cas particulier du produit tensoriel.

Prenons deux matrices A € M,, ,(R) et B € M, 4(R) , le produit de Kronecker de A par B

donnera une matrice de M., »,(R) notée A ® B définie par :

allB alnB
AQB= ) :

am1 B am'nB
Ce produit dispose des propriétés suivantes :

- Distributif par rapport a I’addition des matrices: (A + B) @ C= A ® C+ B ® C
- Si les tailles sont compatibles, (A @ C) (B Q D) = (AB ® CD)

- Pour le transposé, (A @ B) = (A’ ® B')

- Pour I’inverse, si A et B sont inversibles, (A ® B)™! = (A"l ® B™))

Le lien avec notre probleme est que lorsque 1’on travaille en dimension supérieure ou €gale a 2
(lorsque plusieurs variables interviennent), notre matrice B peut s’écrire comme le produit de
KroneckerB=B; ® B, ® ... ® B, .



111- Exemple de fonctions

Dans cette partie, nous allons nous intéresser a des exemples afin d’étudier ce probléme sous
un aspect plus concret. Nous nous sommes focalisés sur les fonctions en dimension 1. Nous
n’allons donc pas développer plus sur le produit de Kronecker utilisé pour des dimensions plus

grandes. Nous avons donc décidé de présenter 1’étude de fonctions de degré 1 et de degré 2.

1 - Fonctions de degré 1

Pour ce premier exemple, nous avons choisi une fonction de degreé 1 (donc k=1) qui sera
par conséquent de la forme f(t) = a + Bt. Nous prenons également 2 points de contréle P,, P,

(donc n=2). On aura ainsi un vecteur nodal V de longueur m = k+n+1 =4,
V= [to; ty; ty; t3]
Pour obtenir les fonctions de bases, on peut utiliser différents algorithmes qui permettent

de les calculer. Ici, on a utilisé le plus simple en petite dimension : 1’algorithme de Cox-de Boor.

Cet algorithme utilise la relation de récurrence suivante :

1 if L =T <t

B;._u { ﬂf.':l = {

0 otherwise
3 r—t ff:tl_z:ll_il'-'
Br'.p'{*'n} = B,::P 1 (;I’!} + —B.: +1,p—1 (9:}
f:i+_z:- — f;. tr’+p—1 - f"l'—l

La fonction sur laquelle on va travailler dans cette partie peut s’écrire sous la forme :
n—-1
f®)= 2, , PBix(®

Donc pour la fonction que I’on va étudier, on a :

f@©) =3 PBii(t) =Boi(t) Py +Bui(t) Py



Il faut ainsi calculer les deux fonctions de base suivantes :

- Ba(t) = ttz_—ttll Bio(t) + tt;—_ttz B2o(t)
t—-t tr,—t
- Boa(t) =t1—:0 Boo(t) + tzz—tl B1o(t)

Si I’on prend t appartenant a ’intervalle [t,; t;] alors :
t—t
t1—to

- Bui(t)=0 et Boa(t) =

Si I’on prend t appartenant a ’intervalle [t;; t,] alors :

t—t t,—t
L et Boa(t)=
-ty -ty

- Bu(t) =

Si ’on prend t appartenant a I’intervalle [t,; t5] alors :
ts—t
tz3—t>

- Bu(t) = et Boi(t)=0

Donc si I’on prend t; = a et t, = b, on obtient les fonctions de base suivantes :
t—a b-t
Bii(t)= —— et Boi(t)= —— sur [a;b
()= ;= et Boit)= — sur [a;]



Le graphique ci-dessous représente les fonctions b-splines de base sur I’intervalle [0 ; 1].

1.0

0.8 1

0.6 1
— Bl1

BO.1
0.4 1

0.2 1

0.0

0.0 Q.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figure 3: B-splines de base sur [0 ;1]

SiI’on change d’intervalle alors on obtiendra des droites différentes. Malgré tout, la somme des
deux droites fera toujours 1 peu importe I’intervalle que I’on prendra. Sur I’exemple ci-dessous,

I’intervalle choisi est [1;5].

1.0

0.8 1

0.6 1
— B1,1

B0,1
0.4 1

0.2 1

0.0

1.0 1.5 2.0 25 3.0 35 4.0 4.5 5.0

Figure 4: B-splines de base sur [1;5]

Aprés avoir calculé ces fonctions de base, on peut en déduire la matrice correspondante :

M:ﬁ (—ba _11) etainsi M~ = (clz 2)



On prend pour cet exemple la fonctionde degré 1: f(x) = a + St

On a donc, sous forme matricielle, les égalités suivantes :

f=0 0@ B’

fo=0 0 (; ;)@ () F=0 oMP
On obtient la relation suivante :
(POP)) = M(a BT

On veut vérifier que tous les points de contréle sont compris entre deux valeurs Min et Max
que 1’on définira dans cet exemple et qui correspondent aux maximum et minimum des points

de controle. Ainsi, on doit vérifier I’inégalité suivante :
- T - T
((,l ﬁ)T <Mt VMax et (Cl B)T >Mt VMin

ol Vigax” €t Vain® SONt des vecteurs contenant respectivement les valeurs Max et Min.

(=) ((a erll\a/l)irztxlin) <(g)< ((a erlg)a]a\;ax)

On peut donc tracer un graphique ayant pour abscisse a et pour ordonnée 8 qui nous permettra
de visualiser les valeurs qui respectent les critéres. Sur cet exemple, nous avons choisi de

prendre comme valeur minimale Min = 1 et comme valeur maximale Max = 6.

De plus, nous travaillons sur ’intervalle I =[a ; b]. Nous avons pris, dans un premier temps,

a=1 et b=3 et nous obtenons le graphique suivant (fig.5) :



Beta

0 5 10 15 20 25
Alpha

Figure 5: beta en function de alpha pour a=1 et b=3

On peut voir gue seulement certaines fonctions respectent les conditions de Min et Max. Ainsi,
par exemple, la fonction f(t) =5+ 10t satisfait bien les inégalités. Tous les points de
contréle seront donc bien compris entre la valeur Min et la valeur Max défini dans cet exemple.

Ce n’est pas le cas de la fonction f(t) =2 + 1t .

Si I’on change I’intervalle I=[a ; b] alors on obtiendra une zone différente. Ainsi si I’on prend

a=0 et b=2, on aura le graphique suivant (fig.6) :

Beta

0 5 10 15 20 25
Alpha

Figure 6: beta en function de alpha pour a=0 et b=2

14



Sur cet intervalle, la zone est réduite et certaines fonctions, qui étaient valables dans le premier
cas ne seront plus valables dans ce cas-ci. Prenons par exemple la fonction de degré 1 g(t) =
5 + 15t. Dans ce cas précis, les points de contrdle correspondant a la fonction g sur I’intervalle
J =[0; 2] ne respectent pas les critéres donnés (Min=1 et Max=6) tandis que sur I’intervalle I

=[1; 3], les points de contrble seront bien entre la valeur Min et la valeur Max.
2 - Fonctions de degré 2

Dans cette partie, nous allons étudier des fonctions de degré 2 (donc k=2). Elles seront
donc de la forme f(t) = a + St + yt2. Nous prendrons, comme dans le premier exemple
étudié 3 points de contréle Py, P;, P, (donc n=3). On aura donc un vecteur nodal de longueur m
=k+n+l=6:

V= [to; ty; ta; t3; tys ts]
Cet exemple va nous permettre de comparer les résultats trouvés dans la premiére partie (donc
avec une fonction de degré 1) avec ceux que 1’on trouvera dans cette partie (avec des fonctions

de degré 2). On pourra alors voir s’il y a des similitudes ou non entre ces fonctions.

On utilisera le méme algorithme (I’algorithme de Cox de Boor) afin de trouver les fonctions de

bases. La fonction f peut s’écrire sous la forme suivante:
n-1
£ =) PBu(®)
i=0

Donc pour la fonction que 1’on va étudier, on a :

f(t) = Zizzo PiBi,Z (t) = Boa(t) Py + Bu2(t)P; + Bz2(t) P,



Il faut ainsi calculer les deux fonctions de base suivantes :

- Boz(t)_ Bll(t)
t—t t—-t tz3—t t—-t
= fo( . Bo,o(t) + Blo(t))+ = s (t2 L Bio(t) +
B2o(t) )
: Blz('[)_ i) + 25 Baa(t)
ty—tz
L t—ty , t—ty t4 t , t- 1:2
= oot ( P— Bio(t) + Bzo(t) ) + e ( -
: Bso(t) )
—t3
- Bzz(t)— 55 tt; Bsa(t)
_ t—tz t—tz t— t3
el ( Po— B2o(t) + B30(t)) t, ( ta—ts

570 Bao(t))
—ty

s

Si I’on prend t appartenant a ’intervalle [ty; t4] alors :
t—to, t—tg

- Bl = t2—to t1—to

Si I’on prend t appartenant a ’intervalle [t4; t,] alors :

et Bi2(t)=0 et B2o(t)=0

-t

_tZ

Bz o(t) +

Bso(t) +



t—tg tr—t t3—t t—tq t—t1 t—t
0 2 _ + et Buo(t)=—=> —L et Baa(t)
ta—lp L=l tz—ty tr—ty t3—ty tr—ty

- Boe(t) =

=0
Si I’on prend t appartenant a ’intervalle [t5; t3] alors :

- Boge(t) = f57¢ 37t et Bl,z('[)=t_t1

ty=t . ty=t =ty
t3—tq t3—1; t3—t1 3=ty ty—t t3—1

t—t, t—t,
ta—ty t3—1;

et Bao(t) =

Si I’on prend t appartenant a ’intervalle [t3; t,] alors :

ta—t tg—t
et Bao(t) =
ta—ty ty—t3

t—tp ta—t

- Boo(t) =0 et Buot) =

ta—ty ty—t3

ts—t t—tg

ts—l3 t4—t3

Si I’on prend t appartenant a ’intervalle [t,; tg] alors :
ts—t ts—t
- Boz()=0 et Bio()=0 et Boo(t)=— >
ts—t3 t5—ly

L’intervalle [t,; t5] est intéressant car c’est le seul intervalle ayant les trois fonctions de base

non nulles. Ainsi, on peut prendre t; = aet t, = b ainsi que t, = a et t; = b. On obtient ainsi les

fonctions b-splines suivantes :
b—-t b-t b—-t)?  t?2-2bt+b?
Boa(t) = = O
b—a b—a b—a b—a
2((b-t)(t-a)) _ (—2t?+2(a+b)t-2ab)?

et

t—a b-t b—-t t—a
+ —

Bia(t) = =
b—a b—a b—a b—-a b—a b—a
t—-a t—a t—a)? t2—2at+a?
et Bao(t) = o i) sur [a;b]
b—a b—a b—a b—a



Le graphique ci-dessous (fig.7) représente les fonctions b-splines de base sur ’intervalle [1 ; 3].

1.0

0.8 1

061 — BO2
B1,2

— B2,2
0.4 A
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Figure 7: fonctions de base sur [1 ;3]

On met ensuite le probléme sous forme matricielle. Les fonctions de base explicitées ci-dessus

permettent de trouver la matrice contenant les coefficients :

e —2b b?
M= m -2 2((1 + b) —Zab
1 —2a a’

Si1’on reprend les mémes valeurs pour a et pour b que dans la premiere partie pour les fonctions

de degré 1, alors on obtient :

- Pour a=1 et b=3: on a bien la matrice M inversible et on a

5 3 21
11 11 11
V-1 = 3 2 5
22 11 22
2 1 4
11 11 11

On retrouve ainsi I'égalit¢ (P PP =M (@ B p)T



On doit ainsi vérifier les conditions suivantes :
(a ﬁ V)T < M_l VMaxT et (a ﬁ V)T > M_l VMinT
0l Vigax” et Visin® SONt des vecteurs contenant respectivement les valeurs Max et Min.

Si I’on reprend les mémes conditions limite que pour les fonctions de degré 1 alors on a Min=1

et Max=6.

22 % 22
6M' 6M
17 Min 17 Max

Si I’on reprend les mémes conditions limite que pour les fonctions de degré 1 alors on a Min=1

et Max=6.

26 156
22 22
12 * 72
= -= [<(B]|<]| -=
22 y 22
6 36
11 11

Si les coefficients de la fonction f sont bien compris entre les valeurs présentes ci-dessus alors
les points de contréle respecteront bien les conditions. Tout comme pour les fonctions de degré
1, certaines fonctions respecteront les conditions Min et Max sur certains intervalles et pas

d’autres. Il est donc difficile de trouver des similitudes précises entre ces deux exemples.



Conclusion

Pour conclure, nous avons dans un premier temps effectué des recherches sur les
fonctions b-splines. Cela nous a permis de comprendre plus en détail le fonctionnement du
probléme et le réle des points de contréle dans celui-ci. Nous avons ensuite travaillé sur le
produit de Kronecker qui est utilisé pour les fonctions de dimension supérieure a 1.

Par la suite, nous avons étudié différents exemples afin de voir si on pouvait y trouver
des similitudes. Pour cela, nous avons choisi de se concentrer sur 1’étude de fonctions en
dimension 1. Nous avons donc délaissé I’utilisation du produit de Kronecker afin de se
concentrer sur des cas particuliers en dimension 1. Ainsi, des recherches sur les fonctions de
degré 1 et de degré 2 ont été effectuées. On a pu ainsi voir que certaines fonctions et leurs points
de controle respectaient les critéres sur certains intervalles mais ce n’était pas le cas sur tous.
On retrouve la méme conclusion pour les fonctions de degre 2. Il est donc difficile de donner
précisément les fonctions qui possédent des points de contrdle se trouvant entre les bornes Min
et Max.

Ce projet fut tres intéressant car il nous a permis de nous initier au travail de recherche
sur un sujet lié a notre cursus scolaire. Cependant, il nous a été difficile de bien comprendre le
sujet et de concilier le reste de notre emploi du temps avec des recherches régulieres sur ce

sujet.
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Annexes

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

#Cas avec a=8, b=1 et
fig=plt.figure()

¥ = np.linspace(8, 1, 168)

¥yl = x

y2 = 1-x

plt.plot(x, yl1, label="B1,1")
plt.plot{x, y2, label="B8,1")
plt.legend()

plt.xlim(&, 1)

plt.ylim(@, 1)
plt.savefig("Exemplel.png”, dpi=4e@)
plt.show()

Figure 8: Programme tragant les fonctions de bases pour une fonction de degré 1 sur 1=[0;1]

def graph_degréi(a,b) :
fig=plt.figure
¥ = np.linspace(a, b, 1@8)
#les 2 fonctions de base

yl (x-a)/(b-a)
y2 (b-x)/(b-a)

plt.plot(x, y1, label="B1,1")
plt.plot(x, y2, label="E8,1")

plt.legend()

plt.xlim{a, b)
plt.ylim(e, 1)

plt.savefig("Exemple2.png", dpi=48@)
plt.show()

graph_degrél(1,5)

Figure 9: Programme tracant les fonctions de bases pour une fonction de degré 1 sur I=[a;b] a,b quelconque
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def graph_degré2{a,b) :
fig=plt.figure

t = np.linspace{a, b, 1aa)
tl=a

t2-4

t3=b

t4=b

#les 2 fonctions de base

vyl = {({(t3-t)/(t3-t1)) = ({t3-t)/(L3-t2))
y2 = ((t-t1)/(t3-t1)) * ((t3-1)/(13-12)) + ((t4-1)/(ta-t2)) * ((t-t2)/(t3-t2))
y3 = ((t-t2)/(t4-t2)) * ((t-t2)/(t3-t2))

plt.plot(t, w1, label="B8,2")
plt.plot{t, y2, label="B1,2")
plt.plot{t, y3, label="B2,2")
plt.legend()

plt.xlim{a, b)
plt.ylim{e, 1)

plt.savefig(“Exemple3.png"”, dpi=488)
plt.show()

graph_degré2(1,3)

Figure 10 : Programme tracant les fonctions de bases pour une fonction de degré 2 sur 1=[a;b] a,b quelconque
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fig=plt.figure()
def limite(a,b,Min,Max) :
fig=plt.figure()

®
¥

np.linspace(®,25,51)
np.linspace(8,25,51)

#Droites limites pour les alpha
plt.axwvline(x=2*"Min,color="blus"}
plt.axwvline(x=2*"Max,color="blus"}

#Droites Limites pour les beta
vl = (a+b)*Min +8%x

y2 = (a+b)*Max +8%x
plt.plot(x, yl1, color="blue")
plt.plot(x, y2, color="blue")

#0n regarde en gquels alpha et beta les conditions sont respectées
for 1 in x :

for j in y :
if (i»2*Min)and({i<2*Max)and(j>(a+b)*Min)and(j<(a+b)*Max)
plt.scatter(i, j, color = 'green’)
else :

plt.scatter(i, j, color = "red")

plt.xlabel("Alpha")
plt.ylabel("Bata")
plt.legend()

plt.xlim(@,25)

plt.ylim(@,25)

plt.savefig("Graph Degre2.png”, dpi=488)
plt.show()

limite(®,2,1,6)

Figure 11: Programme donnant le graphique (de « selon 4) montrant les coefficients respectant les inégalités



